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概 要

小野氏の講演で有限多重ゼータ値と対称多重ゼータ値が導入された. 有限多重ゼー
タ値は多重調和和を ‘mod p’で考えたものを束ねてアデール的な環の元とみたもので
あり, その振る舞いを対称多重ゼータ値によって実数世界でも感じとることができる
というのがKaneko–Zagier予想であった. 近年, Zhao, Rosen, 講演者などにより高い
冪 (‘mod pn’)での振る舞いも研究されている. これにより, 有限多重ゼータ値のいわ
ば p進展開的な研究が発展しているが, 実数世界に対応物があるのかは非自明に思え
る. 講演では, Kaneko–Zagier予想のこの方向への精密化について議論する.

1 Introduction
A-有限多重ゼータ値は mod p-多重調和和を集めたものであった. しかしながら, Wol-

stenholmeの定理 [18]
ζ<p(1) ≡ 0 (mod p2) (p ≥ 5)

のような現象も昔から観察されているため, modpn版有限多重ゼータ値を考えてみたくな
る. この講演では, 更に n→∞なる極限をとって Â-有限多重ゼータ値を導入する.
小野氏の講演ではA-有限多重ゼータ値が古典的多重ゼータ値を使って定義される対称

多重ゼータ値と全く同じ振る舞いをするというKaneko–Zagier予想が紹介された. このよ
うな対応を Â-有限多重ゼータ値でも考えるためには対称多重ゼータ値をどのように精密
化すればよいのだろうか? 後半でその精密化について考察する.

2 p進有限多重ゼータ値

2.1 p進数環

正整数 nに対して, Anを

An :=
∏

p:prime

Z/pnZ

/ ⊕
p:prime

Z/pnZ
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と定義する. Anに離散位相を入れ, Â := lim←−n
Anとする. 自然な全射 π : Ẑ =

∏
p Zp ↠ Â

があり1, p := π((p)p)を無限大素数とよぶ. 自然な全射 ρn : Â↠ Anは同型 Â/pnÂ ≃ An

を誘導し, Âの位相は完備な p進位相になっていることがわかる. 詳細については [14]を
参照せよ.

2.2 p-記法

有限個の例外を除く素数 pに対して ap ∈ Zpが与えられているとき, 例外素数について
は適当な値 (例えば 0)を割り振って, ap := π((ap)p) ∈ Âという記法を用いる. 記号の乱
用で, 文脈判断できる場合は, ρn(ap)のことも apと書く. 例えば, 小野氏の講演に現れた
Z(k)は Bp−k

k
と表現できる.

2.3 Â-有限多重ゼータ値

定義 2.3.1. インデックス kに対して, Â-有限多重ゼータ (スター)値を

ζÂ(k) := ζ<p(k), ζ⋆Â(k) := ζ⋆<p(k) ∈ Â

で定義する. また, 正整数 nに対して, An-有限多重ゼータ (スター)値を

ζAn(k) := ρn(ζÂ(k)), ζ⋆An
(k) := ρn(ζ

⋆
Â(k)) ∈ An

で定義する.

Wolstenholmeの定理は本質的に ζA2(1) = 0である. Wolstenholmeの定理の一般化とし
て次が計算されている.

命題 2.3.2 (W.H.Sun [17], Sakugawa–S. [12]). 正整数 kに対して

ζÂ(k) = (−1)k
∞∑
l=1

(
k + l − 1

l

)
Lp(k + l, ω1−k−l

p )pl (1)

が成り立つ. ここで, LpはKubota–Leopoldtの p進 L関数であり, ωp = ωはTeichmüller
指標である. 特に,

ζAn(k) = (−1)k
n−1∑
l=1

(
k + l − 1

l

)(n−l∑
j=1

(−1)j
(
n− l

j

)
B̂j(p−1)−k−l+1

)
pl

が成り立つ. ただし, B̂m := Bm

m
でBmは Seki–Bernoulli数.

depthが 2以上の場合にはいつでも Seki–Bernoulli数で書けるわけではないようである
が, 次のような結果が知られている.

1πは連続ではない. 必ずしも必要ではないが, 記号的に楽になるため導入する.
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命題 2.3.3 (Hoffman [3], Zhao [20]). k1, k2を正整数とし, k := k1 + k2が偶数であるとす
る. このとき,

ζA2(k1, k2) =
1

2

{
(−1)k1k2

(
k + 1

k1

)
− (−1)k2k1

(
k + 1

k2

)
− k

}
Bp−k−1

k + 1
p,

ζ⋆A2
(k1, k2) =

1

2

{
(−1)k1k2

(
k + 1

k1

)
− (−1)k2k1

(
k + 1

k2

)
+ k

}
Bp−k−1

k + 1
p

が成り立つ.

2.4 p進関係式

特殊値だけではなく, A-有限多重ゼータ値の関係式族がどのように Â-有限多重ゼータ
値の関係式族に liftされるかは興味深い課題であるが, わかっていることは非常に少ない.
なお, liftされた関係式には一般に無限大素数 pが現れる (その振る舞いは “wt(p) = −1”
である). 以下, 知られている関係式族の幾つかを列挙する. 調和積公式は多重調和和につ
いて成り立つため自明である.

命題 2.4.1 (調和積公式). k1および k2をインデックスとする. このとき,

ζÂ(k1 ∗ k2) = ζÂ(k1)ζÂ(k2)

が成り立つ. ここで, k1 ∗ k2は調和積.

命題 2.4.2 (p進 shuffle関係式, Jarossay [4], S. [15]). k1および k2 = (k1, . . . , kr)をイン
デックスとする. このとき,

ζÂ(k1Xk2) = (−1)wt(k2)
∑

l=(l1,...,lr)∈Zr
≥0

[
r∏

j=1

(
kj + lj − 1

lj

)]
ζÂ(k1,k2 + l)pl1+···+lr

が成り立つ. ここで, k = (n1, . . . , ns)に対して k := (ns, . . . , n1)であり, k1Xk2はシャッ
フル積.

k1 = ∅の場合を p進反転公式とよぶ.

命題 2.4.3 (p進双対関係式, S. [14]). kをインデックスとする. このとき,

∞∑
i=0

ζ⋆Â(k, {1}
i)pi = −

∞∑
i=0

ζ⋆Â(k
∨, {1}i)pi

が成り立つ. ただし, k∨は kのHoffman双対インデックス2.

21だけで表記して「+」と「,」を入れ替える. ex) (2, 3) = (1+1, 1+1+1)なので (2, 3)∨ = (1, 1+1, 1, 1) =
(1, 2, 1, 1).
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Wolstenholmeの定理を次のように導出することができる: p進双対関係式で k = (1)と
すると, k∨ = (1)なので

ζA2(1) + ζ⋆A2
(1, 1)p = 0

が A2 で成り立つことがわかる. よって, ζA2(1) = 0は ζ⋆A(1, 1) = 0と同値であること
がわかる. そして, Hoffman双対関係式 (Aの場合)よりこれは ζA(2) = 0に同値である
((1, 1)∨ = (2)).
Ik,r を weight k, depth rのインデックス全体のなす集合とし, Ik,r,i := {(k1, . . . , kr) ∈

Ik,r | ki ≥ 2}とする.

命題 2.4.4 (S.–Yamamoto [16]). k, rを r ≤ kを満たす正の整数とする. このとき, A2に
おいて ∑

k∈Ik,r

ζA2(k) = (−1)r−1

(
k

r

)
Bp−k−1

k + 1
p,

∑
k∈Ik,r

ζ⋆A2
(k) =

(
k

r

)
Bp−k−1

k + 1
p

が成り立つ. また, kが奇数であればA3において∑
k∈Ik,r

ζA3(k) = (−1)r k + 1

2

(
k

r

)
Bp−k−2

k + 2
p2,

∑
k∈Ik,r

ζ⋆A3
(k) = −k + 1

2

(
k

r

)
Bp−k−2

k + 2
p2

が成り立つ. 更に, iが 1 ≤ i ≤ rを満たし, kが rより大きい偶数であれば,∑
k∈Ik,r,i

ζA2(k) = (−1)r−1ak,r,i
2
· Bp−k−1

k + 1
p,

∑
k∈Ik,r,i

ζ⋆A2
(k) =

bk,r,i
2
· Bp−k−1

k + 1
p

がA2で成立する. ここで, ak,r,iと bk,r,iは次で与えられる.

ak,r,i :=

(
k − 1

r

)
+ (−1)r−i

{
(k − r)

(
k

i− 1

)
+

(
k − 1

i− 1

)
+ (−1)r−1

(
k − 1

r − i

)}
,

bk,r,i :=

(
k − 1

r

)
+ (−1)i−1

{
(k − r)

(
k

r − i

)
+

(
k − 1

r − i

)
+ (−1)r−1

(
k − 1

i− 1

)}
.

これは Saito–Wakabayashiの和公式 [13]の部分的な liftを与えている.

2.5 次元予想

定義 2.5.1. kを正整数とする. Q-ベクトル空間ZÂ,kを

ZÂ,k :=

{
∞∑
i=1

aiζÂ(ki)p
bi ∈ Â

∣∣∣∣∣ ai ∈ Q, bi ∈ Z≥0 s.t. bi →∞,wt(ki)− bi = k

}
と定義する. また, 正整数 nに対してZAn,k := ρn(ZÂ,k) ⊂ Anと定める.

予想 2.5.2 (Zhao [21], Hirose [2], Rosen [11]). kが nに対して十分大きければ

ZAn,k =
⟨
ζAn(k)

∣∣ wt(k) = k
⟩
Q

が成り立つであろう.
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Zhaoの数表によれば, (k, n) = (2, 4), (1, 5), (2, 5), (3, 5)では等号が成り立たないと予想
されている. n = 2, 3のときは任意の k ≥ 0で等号が成立するかもしれない.
dimQZAn,kは, 後述のKaneko–Zagier予想の精密化をより詳しく考察することによって,

次にように予想される.

予想 2.5.3 (次元予想). dkを古典的 (or 有限)多重ゼータ値の次元公式に現れる数列とす
る. このとき,

dimQZAn,k = dk+n+1 − dk+1.

n = 1のときに, 小野氏の講演に出てきた値と一致していることを確認せよ (演習問題).
関係式の形は異なるが, ZA2,kとZkの予想次元は同じということになる.

3 一般化対称多重ゼータ値

3.1 定義

Â-有限多重ゼータ値に対応する対象多重ゼータ値の一般化は何かという冒頭の疑問に
対する答えを提示する. 無限大素数は ÂのQ上超越元であるが (演習問題), pの対応物は
不定元 tと考えることにする. Kaneko–Zaiger予想においては Bp−k

k
と ζ(k) mod ζ(2)が対

応すると考えられた. 合同式

Lp(k, ω
1−k) ≡ Bp−k

k
(mod p)

が成り立つが, (1)を参考にすると, 一般化対称多重ゼータ値 ζŜ(k)は depth 1の場合に

ζŜ(k) = (−1)k
∞∑
l=1

(
k + l − 1

l

)
ζ(k + l)tl mod ζ(2) (2)

となると期待するのはある程度自然である. (1)は ζ<p(1)をKubota–Leopoldtの p進L関
数の値 (p進Riemannゼータ値)で書いたものであるが, 一般に ζ<p(k)は Jarossayによっ
て証明されたAkagi–Hirose–Yasuda予想 (安田氏の講演)によってDeligneの p進多重ゼー
タ値 ζDe

p (k)で表すことができるため, ζDe
p (k)↔ ζ(k) mod ζ(2)と考えることによって次の

定義にたどり着く.

定義 3.1.1 (一般化対称多重ゼータ値, Hirose [3], Rosen [9, Definition 2.4]). インデック
ス kに対して, 一般化対称多重ゼータ値 ζŜ(k)を

ζŜ(k) :=
r∑

i=0

(−1)ki+1+···+krζ∗(k1, . . . , ki)

×
∑

li+1,...,lr≥0

[
r∏

j=i+1

(
kj + lj − 1

lj

)]
ζ∗(kr + lr, . . . , ki+1 + li+1)t

li+1+···+lr mod ζ(2)
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と定義する. ζ∗は調和積による正規化であり3, ζŜ(k)は Z[[t]]の元である. ただし, Z :=

Z/ζ(2)Z. また, 一般化対称多重ゼータスター値 ζ⋆Ŝ(k)を ζ⋆Ŝ(k) :=
∑

k′⪯k ζŜ(k
′)で定義

する4. πn : Z[[t]] ↠ Z[[t]]/tn を自然な全射とするとき, ζSn(k) := πn(ζŜ(k)), ζ
⋆
Sn
(k) :=

πn(ζ
⋆
Ŝ(k))とおく.

ζS1(k)が対称多重ゼータ値 ζS(k)に一致することに注意する. 読者にとっては超速で定
義を強制されていると思われるかもしれないが, 定義が正しそうだと思うための一つの方
法は Â-有限多重ゼータ値と同じ関係式を満たしていることを幾つか具体的なレベルで確
認することである (次節. ところが, 色々未解明である).

3.2 特殊値・関係式について

(1)と命題 2.3.3の対応物として, (2)および次の命題が成立することは定義より容易に
計算できる (命題の方は多少計算が必要: 演習問題).

命題 3.2.1. k1, k2を正整数とし, k := k1 + k2が偶数であるとする. このとき,

ζS2(k1, k2) =
1

2

{
(−1)k1k2

(
k + 1

k1

)
− (−1)k2k1

(
k + 1

k2

)
− k

}
ζ(k + 1)t mod ζ(2),

ζ⋆S2
(k1, k2) =

1

2

{
(−1)k1k2

(
k + 1

k1

)
− (−1)k2k1

(
k + 1

k2

)
+ k

}
ζ(k + 1)t mod ζ(2)

が成り立つ.

調和積公式および t進反転公式が成立することは確認できている.

命題 3.2.2 (調和積公式, Ono–S. [7]).

ζŜ(k1 ∗ k2) = ζŜ(k1)ζŜ(k2)

命題 3.2.3 (t進反転公式, Ono–S. [7]). k = (k1, . . . , kr)をインデックスとする. このとき,

ζŜ(k) = (−1)wt(k)
∑

l=(l1,...,lr)∈Zr
≥0

[
r∏

j=1

(
kj + lj − 1

lj

)]
ζŜ(k+ l)tl1+···+lr

が成立する.

一方, 以下の公式が証明されているかは講演者は現状把握できていない.

予想 3.2.4 (t進シャッフル関係式). k1および k2 = (k1, . . . , kr)をインデックスとする. こ
のとき,

ζŜ(k1Xk2) = (−1)wt(k2)
∑

l=(l1,...,lr)∈Zr
≥0

[
r∏

j=1

(
kj + lj − 1

lj

)]
ζŜ(k1,k2 + l)tl1+···+lr .

が成り立つ.
3シャッフル正規化を用いても同値になる.
4k = (k1, . . . , kr)の「,」を幾つか「+」に変更して得られるインデックスが k′ である.
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予想 3.2.5 (t進双対公式). kをインデックスとする. このとき,

∞∑
i=0

ζ⋆Ŝ(k, {1}
i)ti = −

∞∑
i=0

ζ⋆Ŝ(k
∨, {1}i)ti.

が成り立つ.

命題 2.4.4の対応物もまだ計算していない.

3.3 Kaneko–Zagier予想の精密化

ZÂを

ZÂ :=

{
α =

∞∑
i=1

aiζÂ(ki)p
bi

∣∣∣∣∣ ai ∈ Q, bi ∈ Z≥0 s.t. bi →∞, α ∈ Â

}

と定義する. これは Âの部分Q-代数となる. 次が目標としていた予想である.

予想 3.3.1 (精密化Kaneko–Zagier予想, Hirose [3], Rosen [9, 10]). 対応ζÂ(k) 7→ ζŜ(k),p 7→
tはwell-definedな位相環としての同型ZÂ ≃ Z[[t]]を与える.

以下,この予想のモチヴィック版を考え,精密化Kaneko–Zagier予想が実はKaneko–Zagier
予想から導かれることを論じる.
モチヴィック多重ゼータ値 ζm(k)の張るQ-代数をHとし, H := H/(ζm(2))とする (四日

目の講演)5. ζa(k) := ζm(k) mod ζm(2). Dp : H[[t]] 99K QpをDp(ζ
a(k)) := ζDe

p (k), Dp(t) :=

p,Dp(
∑

j≥0 ajt
j) :=

∑
j≥0Dp(aj)p

jで定義する (収束する場合). 次の p進多重ゼータ値の
integralityとAkagi–Hirose–Yasuda予想が重要となる.

定理 3.3.2 (Chatzistamatiou [1], Akagi–Hirose–Yasuda). k := wt(k)とする. このとき,

ζDe
p (k) ∈

∑
j≥k

pj−k

j!
Zp

が成り立つ.

定理 3.3.3 (Akagi–Hirose–Yasuda予想, Jarossay [6]).

ζ<p(k) = Dp(ζ
a
Ŝ(k))

が成り立つ. ここで, ζaŜ(k) ∈ H[[t]]は ζŜ(k)の定義 (3.1.1)における ζ∗を ζmに変更した
もの.

定理 3.3.2より連続準同型Dp : H[[t]] → Âがwell-defined(Dp(ζ
a(k)) = ζDe

p (k), Dp(t) =

p).

5Aと表すことが多いが, 記号がかぶるのでここではHを用いる.
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予想 3.3.4 (Hirose [3], Rosen [9, 10]). Dpは単射.

Im(Dp) = ZÂ が示されており (Yasuda [19], Jarossay [5], Rosen [9, Theorem 3.3]),
Akagi–Hirose–Yasuda予想よりDp(ζ

a
Ŝ(k)) = ζÂ(k)なので, 予想 3.3.4はモチヴィック版の

精密化Kaneko–Zaiger予想である.
Dpと整合的なD1

p : H → Aが自然に定義されるが, D1
pが単射であれば (すなわち, モチ

ヴィック版Kaneko–Zagier予想が真であれば)Dpも単射となる.

証明. (by Hirose) 逆極限の左完全性から, 自然に定義されるDn
p : H[[t]]/tn → Anが任意の

n ≥ 1で単射であることを示せばよい. a = a0 + a1t+ · · ·+ an−1t
n−1 ∈ H[[t]]/tnをとって,

Dn
p(a) = 0と仮定する. このとき, 殆ど全ての素数 pに対して

Dp(a0) +Dp(a1)p+ · · ·+Dp(an−1)p
n−1 ≡ 0 (mod pnZp)

が成り立つ. 定理 3.3.2より殆ど全ての pに対してDp(ai) ∈ Zpなので, Dp(a0) ∈ pZpが従
う. よって, D1

pが単射であれば a0 = 0であり, この操作を繰り返していけば a = 0が従
う.

以上の内容およびより深い内容を Rosen [9, 10]が考察している. mod pの世界のみな
らず mod pnの世界での有限多重ゼータ値の関係式についても (tを援用して)通常の多重
ゼータ値の言葉で表現できると予想できるということは興味深い. A-有限多重ゼータ値の
関係式が実際に Â-有限多重ゼータ値の関係式に常に liftされるか？([8]の lifting conjecture),
liftされる場合はどのような関係式になるかについてはまだ十分にはわかっていない (と,
講演者は思う).
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