
ホッジ理論で次元評価したら失敗した件について

京都大学数理解析研究所　佐久川憲児

1 いいわけ

本サマースクールにおける大きな目標のひとつは多重ゼータ値のはるQベクトル空間の次元評

価の概要の解説です (Deligne-Goncharov–Terasoma の定理). ここでは, 直前の山本さんの講演

までに明らかとなった情報とホッジ理論（これは良く知られている！）の結果を用いて次元評価

を試みます. より具体的には, 以下のような戦略によって次元の評価を試みます:

Step 1 Qベクトル空間 Hom(ωdR, ωB)を混合ホッジ・テイト構造の圏から構成する.

Step 2 多重ゼータ値の空間 Z のホッジ理論的持ち上げである Q ベクトル空間 ZH を

Hom(ωdR, ωB)
∨ の部分空間*1として定義する.

Step 3 Hom(ωdR, ωB)の次元の評価をする（試みる）.

さて, 実際にこの方法によって次元評価を試みてみると, Step 1,2は割合自然な方法によって目的

は達成されますが, Step 3 がとんでもなく難しい (失敗する。。)ことになります. どういうことかという

と, 混合ホッジ・テイト構造の圏があまりにも「大きすぎる」*2ので空間の次元が全く評価できな

いのです. では, もっと次元評価に適した「小さな」圏があるとうれしいなという話になるのです

が, その理想的な圏は次の萩原さんの講演において明らかになります.

2 複素共役付き混合ホッジ・テイト構造

定義 2.1. k を体とする.

(1) V を有限次元 k ベクトル空間とする. V の上昇フィルターとは, 部分空間の列

0 ⊂ · · · ⊂WnV ⊂Wn+1 ⊂ · · · ⊂W (1)

であって, 十分大きな n では WnV = V となり, 十分小さな n では WnV = 0 とな

るもののこととする. 添え字が偶数でのみジャンプするとき, 即ち任意の m に対し

W2mV = W2m+1V であるとき, このフィルター付きベクトル空間は偶数で添え字付けら

れている, ということにする.

(2) 複素共役付きの混合ホッジ・テイト構造とは,

– 偶数で添え字付けられた上昇フィルター付きQベクトル空間 HB = (HB,W•HB),

– 二回合成すると恒等写像となるQ線型写像 c : HB
∼−→ HB (対合と呼ぶ),

– 次数付きQベクトル空間 HdR = ⊕j∈ZHdR,j ,

– Cベクトル空間の同型

compHdR,B = compdR,B : HdR ⊗Q C
∼−→ HB ⊗Q C

であって, 以下の条件 (a), (b)を満たす組 H := (HB, c,HdR, compHdR,B)のことである.

*1 明らかではないが, 実際には部分Q代数の構造を持つ.
*2 勿論この時点ではこの言説は意味不明である. 第五章を見よ.
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(a) compHdR,B は任意の整数 iに対して同型⊕
j≥−i

HdR,j ⊗Q C
∼−→W2iHB ⊗Q C

を誘導する.

(b) cB, cdR をそれぞれ, Cの複素共役が引き起こすHB ⊗Q C, HdR ⊗Q C上のR線型写

像とする. このとき, (c⊗ idC) ◦ cB = cdR が成立する.

複素共役付き混合ホッジ・テイト構造の間の射 H → H ′ とは二つの線型写像 HB →
H ′

B, HdR → H ′
dR の組であって, 各々のフィルトレーション, 対合, 次数と両立するものを

さすことにする. 複付き素共役付き混合ホッジ・テイト構造のなす圏をMHTQ で表す*3.

注意 2.2. MHTQ はQ線型アーベル圏となる.

例 2.3.

(1) nを整数としたときQ(n)B,Q(n)dR を

Q(n)B := Q(2π
√
−1)n (⊂ C), Q(n)dR := Q

により定める. さてQ(n)B 上のフィルトレーションを

0 = W−2n−2Q(n)B ⊂W−2nQ(n)B = Q(n)B

で, 対合 cを複素共役から誘導されるものとし, 1 ∈ Q(n)dR = Qの次数は nであると定める. こ

の時, これらの組は複素共役付き混合ホッジ・テイト構造を定め, これをQ(n)と書くことにする.

(2) 山本氏の講演に於いて出てきた三つ組みが混合ホッジ・テイト構造の一部となることを見

よう. X = A1
Q \ {0, 1} = P1

Q \ {0, 1,∞} とし, 非負整数 N を固定する. まず 1A
B
0,N :=

HomZ(Z[π(X(C);1,0)]/JN+1,Q)に上昇フィルトレーションを

W2j(1A
B
0,N ) := 1A

B
0,j = HomZ(Z[π(X(C);1,0)]/Jj+1,Q), 0 ≤ j ≤ N

で定め, 更に対合 c を X(C) = C \ {0, 1} 上の複素共役から誘導される線型写像としてとる. ま

た, 1A
dR
0,N := LN1A

dR
0 上に次数付きベクトル空間の構造を, 次数 l部分が

1A
dR
0,N,l :=

⊕
αi∈{0,1}

Qωα1ωα2 · · ·ωαl

となるように定める. このとき, これらのなす組

1A
H
0,N :=

(
1A

B
0,N , c, 1A

dR
0,N , compdR,B

)
は複素共役付き混合ホッジ・テイト構造を定める. 更に N について帰納系をなしており, その帰

納極限を
1A0 := 1A

H
0 := lim−→

N

1A
H
0,N

と書くことにする.

*3 通常のホッジ構造の定義については, 例えば [3]を参照されたい.
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3 ζH(k)

定義 3.1. (1) •をシンボル B又は dRとする. このとき, Q線型アーベル圏の間の函手

ω• : MHTQ → VecfinQ

を ω•(H) := H• で定める.

(2) Hom(ωdR, ωB) で, Q 線型自然変換 ωdR → ωB の集合を表すことにする. 即ち,

Hom(ωdR, ωB)の元 αとはMHTQ の対象で添え字付けられた, MHTQ の射と両立する線

型写像
αH : ωdR(H) := HdR → ωB(H) := HB

の集合 {αH}H∈Obj(MHTQ) のことである.

(3) kをインデックスとしたとき, Q線型写像

ζH(k) : Hom(ωdR, ωB)→ Q

を
ζH(k)(α) := (−1)dep(k)⟨α1A0(ω(k)),dch⟩

で定める*4. ここで, ω(k) ∈ 1A
dR
0 はインデックス kに対応する微分形式とし (山本氏の講

演参照), ⟨ , ⟩は自然なペアリング

1A
B
0 ×

(
1A

B
0

)∨ → Q

である. ζH(k)で生成される Hom(ωdR, ωB)
∨ のQ部分空間を ZH で表すことにする:

ZH :=
∑

k:indices

QζH(k) ⊂ Hom(ωdR, ωB)
∨.

注意 3.2. 上の双対 Hom(ωdR, ωB)
∨ は以下のようにして定義する. Cλ をMHTQ の, 対象が有限

個であるような忠実充満部分圏の族であって, 2-colimλCλ
∼−→ MHTQ を満たすものとし, ωλ

• で

ω• の Cλ への制限をあらわすことにする. このとき

Hom(ωdR, ωB)
∨ := lim−→

λ

Hom(ωλ
dR, ω

λ
B)

∨

で双対を定義する. 但し, 右辺に現れる双対は, 有限次元ベクトル空間の通常の双対である.

ωdR,k : MHTQ → VecfinQ を ωdR と次数 k 部分を取り出す函手の合成とする*5. すると, 定義か

ら自然な直和分解
ωdR =

⊕
k∈Z

ωdR,k

が存在し, これから再び自然な直和分解

Hom(ωdR, ωB)
∨ =

⊕
k∈Z

Hom(ωdR, ωB)
∨
k =

⊕
k∈Z

Hom(ωdR,k, ωB)
∨ (2)

*4 1A0 はホッジ・テイト構造ではない (その帰納極限) が, 以下の双対の定義により代入可能であることがわかる.
*5 これはファイバー函手ではない.
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を得る. この直和分解は ZH の直和分解

ZH =
⊕

k∈Z≥0

ZH,k =
⊕

k∈Z≥0

∑
k:indices,wt=k

QζH(k)

を誘導することが定義から容易に確かめられる.

さて, 任意の可換環 Rと • = B又は dRに対して, 函手 ω•,R を ω• の R線型拡張とする:

ω•,R : MHTQ → ModR; H 7→ H• ⊗Q R.

また, Hom(ωdR,R, ωB,R) を上と同様に ωdR,R と ωB,R の間の R 線型な自然変換のなす集合とす

る. すると, 定義よりMHTQ の各対象 H に備え付けられている比較写像 compHdR,B のなす集合

compdR,B := {compHdR,B}H∈MHTQ

は Hom(ωdR,C, ωB,C)の元を定めている. さて, compdR,B から定まる代入写像 comp∗ を

comp∗ : Hom(ωdR, ωB)
∨ → C; F 7→ F (compdR,B)

で定める.

命題 3.3. 任意のインデックス kに対し, 次の等式が成立する:

comp∗(ζH(k)) = ζ�(k).

但し右辺はシャッフル正規化多重ゼータ値とする.

Proof. 山本氏のレジュメ例 3.3と構成から明らか.

言い換えると, 我々は次の可換図式を得たことになる:

H
ζH

//

ζ�

&&MM
MMM

MMM
MMM

MM Hom(ωdR, ωB)
∨ =: O(PH

B,dR)

comp∗

ttiiii
iiii

iiii
iiii

iii

R.

(3)

Hはいわゆる Hoffman代数としており, 唐突に現れた PH
B,dR については後で解説するが一言でい

えばド・ラーム側からベッチ側への「道のホモトピー類」のなす空間である. この図式から, ζH は

シャッフル正規化多重ゼータ値のホッジ理論的持ち上げと呼ぶにふさわしいものであることが了

解されるかと思う.

4 淡中圏

以下アファイン群スキームの基礎知識は仮定する. 詳細は例えば山本氏のレジュメ 2.1節や [4]

を参照されたい. T を Q線型アーベル圏としたとき, T の結合的, 単位的かつ可換なテンソル構

造とは, Q双線型函手
⊗ : T × T → T

と単位的対象 1の組 (⊗,1)であって「結合法則」を満足し 1が ⊗の「単位元」となり, 更に「可

換」となるときに言った. 正確な定義は [2]を参照されたい. 本稿に於いて現れるテンソル構造は
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全て「結合的」, 「単位的」かつ「可換」であるので, 以下この三つの言葉は全て省略してしまう

ことにしよう. (T ,⊗,1)をQ線型テンソリアルアーベル圏と呼ぶ. 更に記号を軽くするために後

ろの ⊗と 1は省略してしまうことにする.

T をQ線型テンソリアルアーベル圏で V,W をその対象とする. このとき, 函手

T → VecfinQ ; V ′ 7→ HomT (V
′ ⊗ V,W ) (4)

が表現可能であるとき, (4)を表現する対象を V とW の内部準同型とよび, Hom(V,W )と書く.

W = 1のときには慣例に従って V ∨ := Hom(V,1)と書き, V の双対と呼ぶことにする.

定義 4.1. Q線型ニュートラル淡中圏とは, Q線型テンソリアルアーベル圏であって以下の条件

を満たすもののことをいう:

Ref 任意の対象 V,W に対して, 内部準同型 Hom(V,W )は存在し, 自然な射

V → (V ∨)∨

は同型.

Rig 任意の対象 V,W に対し, 自然な射

V ∨ ⊗W → Hom(V,W )

は同型であり, 更に双対を取る操作とテンソル積は函手的に可換である:

(V ⊗W )∨ ∼= V ∨ ⊗W∨.

Fib 自然な射Q→ End(1)は同型であり, 完全でテンソル構造を両立させるQ線型函手

ω : T → VecfinQ

が存在する. このような函手のことをファイバー函手と呼ぶ.

例 4.2. (1) GrVecfinQ を有限次元次数付きQベクトル空間とすると, これはQ線型ニュートラ

ル淡中圏となる. 次数を忘れる函手はファイバー函手となっている.

(2) 前前節に於いて現れたMHTQ はQ線型ニュートラル淡中圏であり, 二つの函手

ωdR, ωB : MHTQ → VecfinQ

はそのファイバー函手となっている.

定理 4.3 (淡中圏論の基本定理). T を Q線型ニュートラル淡中圏とし, ω, ω′ を T のファイバー
函手とする.

(1) 函手 Pω′,ω : AlgQ → Setを

Pω′,ω(R) := {α ∈ HomR(ωR, ω
′
R) | αはテンソル構造と両立する }

で定めると, これは Q上のアファインスキームとなる. 特に ω = ω′ の時には Pω,ω(R) =

Aut⊗T (ω)(R)に自然な群構造が入るので,　 Gω := Pω,ω は Q上のアファイン群スキーム

となる. 更に, 自然な同型
O(Pω′,ω) ∼= HomQ(ω, ω′)∨ (5)

5



が存在する.

(2) ファイバー函手 ω は圏同値

T ∼−→ RepQ(Gω); V 7→ ω(V )

を誘導する. Gω はしばしば π(T , ω)と書かれ, ω を基点とする T の淡中基本群と呼ばれる
.

(3) G をアファイン群スキームとする. T =RepQ(G) で ω が忘却函手であるとき, G と

π1(T , ω)は自然に同型となる.

例 4.4. T = GrVecfinQ , ω = ωf :=物忘れ函手であるとき,

π1(GrVecfinQ , ωf ) = Gm

となる. 上の定理から, 有限次元 Qベクトル空間に次数を付けることとGm の作用を考える事は

同値となることがわかる. 具体的な対応については萩原氏の講演レジュメも参照されたい.

アファインスキーム Pω′,ω がQ有理点 tをもつならば, アファインスキームの同型

Gω
∼−→ Pω′,ω; σ 7→ t ◦ σ (6)

が存在する.

例 4.5. T としてMHTQ を, ω, ω′ として ωdR, ωB をとろう. また, Q上のアファイン (resp. 群)

スキーム PH
B,dR (resp. GH

dR)を

PH
B,dR := PωB,ωdR

, GH
dR := GωdR

で定義する. すると, 定理 4.3 (1) より, 自然な同型

HomQ(ωdR, ωB)
∨ ∼= O(PH

B,dR)

が存在する. 実は PH
B,dR には Q有理点が稠密に存在し, 適当にそのなかのどれかを選べば関数環

の次数を保つ同型
GH

dR
∼−→ PH

B,dR (7)

が存在することがわかる. 従って上の二つの事実を合わせると, O(PH
B,dR)

∨
k の次元を評価するこ

とと O(GH
dR)k の次元を評価することは同値であることがわかる*6.

観察 4.6. O(GH
dR)k が仮に次元が小さい Qベクトル空間であれば, その部分空間である ZH,k も

次元が小さいQベクトル空間である.

5 ZH,k の評価への挑戦

まず副冪単代数群 U が与えられているとする.

*6 次数については (2)を参照.
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補題 5.1. 次の自然な同型が存在する:

O(U) ∼= Û(Lie(U))∨.

但し Û(Lie(U))は完備化された Lie(U)の普遍包絡環とする.

この補題より, U の関数環を調べることと Lie(U)を調べることは同値である. さて, GをQ上

のアファイン群スキームであって半直積

G = U ⋊Gm (8)

で書けているものとする.

補題 5.2. 任意の非負整数 iに対して次の自然な同型が存在する:

Hi(Lie(U)) ∼=
⊕
n∈Z

ExtiRep(G)(Q,Q(n)). (9)

ここで, Q(n)に Gは自然な全射 G ↠ Gm を経由して作用しているとする.

ここで, i = 1, 2の時にリー環のコホモロジー Hi(Lie(U))の意味を思い出す. まず i = 1の時,

自然な全射
Lie(U) ↠ H1(Lie(U))∨ (10)

が存在する. 更に, (10)は次のような性質を持っている:

(Gen) {li}i ⊂ Lie(U)を (10)での像が一時独立で稠密なベクトル空間を生成しているのであれ

ば, {li}は Lie(U)を位相的に生成する.

即ち, H1(Lie(U)) は Lie(U) の極小位相的生成系のはるベクトル空間の双対と同一視できる. 次

に i = 2の時を考えよう. H1(Lie(U))∨ の位相的基底 {li}i を一つ固定し, それらで生成される副

冪単リー代数を fと書くことにする. 性質 (Gen)から, 全射

f ↠ Lie(U) (11)

が存在するが, この核を rとかくことにしよう*7. すると自然な同型

r/[f, r]
∼−→ H2(Lie(U))∨ (12)

が存在することが示せる. (12)の左辺は Lie(U)の本質的な関係式のなす空間とみなせることに注

意すれば, H2(Lie(U))は Lie(U)の本質的な関係式の双対空間と同一視できることがわかる.

さて, もともとの状況に戻ることにする. UdR を GH
dR の副冪単根基としたとき, 自然な同一視

GH
dR = UH

dR ⋊Gm (13)

が存在することが知られている.

補題 5.3. (1) 任意の整数 nに対し, Ext2MHTQ
(Q,Q(n))は消滅する.

(2) 任意の非正整数 nに対し, Ext1MHTQ
(Q,Q(n))は消滅する.

*7 つまりこれは生成元たちの間の関係式のなす空間である.
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(3) 任意の 1以上の整数に対し, 以下の自然な同型が存在する:

Ext1MHTQ
(Q,Q(n))

∼←−
(
C/(2π

√
−1)nQ

)c=−1
. (14)

ここで cは C上の複素共役から誘導される射とする.

系 5.4. Lie(UH
dR)は Q上非可算生成自由リー代数の副冪零完備化と同型である. 更に, 任意の正

整数 k に対して O(UH
dR)k は非可算階数Qベクトル空間である. 特に

dimQZH,k ≤ ℵ.

従って, 残念ながらこの方法では ZH,k が有限次元であることさえ帰結されない*8!

6 まとめ, なぜ混合テイトモチーフなのか

(現実)「大きな」圏=拡大群の次元が大きな淡中圏 ⇒ O(UH
dR)k が巨大⇒MZVsは評価できない.

↕
(理想) 「小さな」圏=拡大群の次元が小さな淡中圏⇒ “O(UH

dR)k”が小さい⇒MZVsが評価でき

るかも?

適切なMHTQ の小さな部分圏を見つければ, 「同様な方法」で多重ゼータ値を持ち上げること

により次元評価ができる*9. この目的に適しているのが混合テイトモチーフの圏である (萩原氏の

講演参照).

注意 6.1. Zmot,k を重さ k のモチーフ的多重ゼータ値の空間とすると, 自然な同型

Zmot,k
∼−→ ZH,k

が存在する. 実は我々の構成した持ち上げ自体は非常に良いものなのである. この事実は混合テイ

トモチーフの圏からのホッジ実現函手が忠実充満であることから従う.
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