
「多重ゼータ値」から「有限多重ゼータ値」へ

小野 雅隆（慶應義塾大学）

2018年 9月 11日

はじめに

本稿は第 26回整数論サマースクール「多重ゼータ値」における講演「『多重ゼータ値』から

『有限多重ゼータ値』へ」のレジュメである. 近年 Zagierによって導入された「有限多重ゼー

タ値」と呼ばれる対象が, 通常の多重ゼータ値の世界に負けず劣らず豊かな世界であることが

Kanekoと Zagierによって予想されている. 本稿では, このKaneko-Zagier予想を定式化する.

1 有限多重ゼータ値

k = (k1, . . . , kr)をインデックスとする. 素数 pに対し

ζ<p(k) = ζ<p(k1, . . . , kr) :=
∑

0<n1<···<nr<p

1

nk1
1 · · ·nkr

r

∈ Z(p)

とおく. 空インデックス ∅に対しては ζ<p(∅) := 1とおく. 通常の多重ゼータ値の場合と違っ

て有限和であり, 収束性を気にしなくて良い. したがって admissibleとは限らない一般のイン

デックスを扱っていることに注意する. Hoffman [H] と Zhao [Z] は独立に ζ<p(k) mod pを考

察し, 具体的な値の決定や, これらの間の関係式について先駆的な研究を行い, 現在では多く

の数学者による数多くの研究が知られている.

Zagierは 2011年ごろ, ζ<p(k) mod p を素数 pごとに考えるのではなく全ての素数について

同時に考える新たな枠組みを考案した. それを説明するために環Aを導入する.

定義 1.1.

A :=
∏

p:prime

Z/pZ

/ ⊕
p:prime

Z/pZ

とおく.

注意 1.2. 1. Aの元を (ap)p(ap ∈ Z/pZ)と表す. Aにおいて, (ap)p = (bp)pであることと

有限個を除く全ての素数 pについて ap = bpであることが同値である.
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2.
⊕

p Z/pZ = (
∏

p Z/pZ)torsであるので, A = (
∏

p Z/pZ) ⊗Z Qが成り立つ. これよりA
はQ代数であることがわかる.

定義 1.3. インデックス kに対し, Aの元 ζA(k)を

ζA(k) := (ζ<p(k) mod p)p ∈ A

と定義し, 有限多重ゼータ値と呼ぶ.

多重ゼータ値の場合と同様に, 非負整数 kに対し重さが kである有限多重ゼータ値全体が生

成するAのQ-部分空間を ZA,kとおく.

ZA,k := ⟨ζA(k) | kはインデックス,wt(k) = k⟩Q ⊂ A

(ZA,0 = Qである.) また

ZA :=
∑
k≥0

ZA,k ⊂ A

とおく. ZAは次の調和関係式によってAの部分Q代数になる.

ζA(k ∗ l) = ζA(k)ζA(l).

ただし k, lはインデックス. 次の予想は多重ゼータ値の場合の次元予想のA-類似である.

予想 1.4 (Zagier). 全ての非負整数 kに対し, dimQZA,k = dk − dk−2 = dk−3が成り立つ. た

だし {dk}k≥−3は  d−3 := 1, d−2 := 0, d−1 := 0,

dk = dk−2 + dk−3 (k ≥ 0)

で定まる数列.

各 kについて ZA,kと Zkの予想次元を表にまとめると以下の通り.

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

ZA,kの予想次元 1 0 0 1 0 1 1 1 2 2 3 4 5

Zkの予想次元 1 0 1 1 1 2 2 3 4 5 7 9 12

この予想については次の結果が知られている. これは多重ゼータ値におけるDeligne–Goncharov[DG]

や寺杣 [T]の結果のA-類似に当たる.

定理 1.5 (Akagi–Hirose–Yasuda[AHY]+Jarossay[J1]). 全ての非負整数kに対し, dimQZA,k ≤
dk−3が成り立つ.

この定理により, 有限多重ゼータ値の間にも多くの Q上の線型関係式が存在することがわ

かる. 証明については安田氏の講演を参照.
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例 1.6. 有限多重ゼータ値の間のQ上の線型関係式の例を述べる前に, 深さが小さい場合には

有限多重ゼータ値が具体的に書ける場合があるので, それを紹介する. まず深さが 1の場合は,

正整数 kに対して

ζA(k) = 0

がわかる ([H, THEOREM 4.3], [Z, Lemma 2.2]). これは p− 1 ̸ |kの時 ζ<p(k) ≡ 0 mod pで

あることからわかる. 次に深さが 2の場合は, 正整数 k1, k2に対し

ζA(k1, k2) = (−1)k2
(
k1 + k2

k1

)
Z(k1 + k2)

が知られている ([H, THEOREM 6.1], [Z, Theorem 1.7]). ただし, 正整数 kに対し

Z(k) :=

(
Bp−k

k
mod p

)
p

∈ A

であり, Bnはn番目のSeki-Bernoulli数である. この等式はいわゆるべき和の公式 (Faulharber

の公式)を用いるとすぐに示すことができる.

注意 1.7. 1. 例で見たようにRiemannゼータ値の素朴なA-類似 ζA(k)は 0になってしまっ

たが, 以下の heuristicにより Z(k)がRiemannゼータ値の “正しい” A-類似だと信じら

れている (ただし, 最初の合同関係は kが負の場合にクンマー合同式から得られるもの

だが，kが正の場合には意味がない).

ζ(k)“ ≡
mod p

”ζ(k − (p− 1)) = −
Bp−k

p− k
≡ Z(k)p

2. kが偶数ならば, 奇素数 pに対しBp−k = 0になるので, Z(k) = 0がわかる. 一方で 3以

上の奇数 kで Z(k) ̸= 0となる例は未だ知られていない. これは非常に難しい問題のよ

うである. 例えば正則素数が無限個存在すれば, 3以上の全ての奇数 kに対し Z(k) ̸= 0

を示すことができる. 正則素数の無限性に比べるとかなり弱い主張であるが, それでも

まだ難しい問題である. ちなみに正則素数の無限性もまた非常に難しい問題であること

が知られている.

3. さらに言うと ζA(k) ̸= 0となる空でないインデックス kの例は未だ知られていない. つ

まり我々は「空でない任意のインデックス kに対して ζA(k) = 0」という可能性を未だ

排除できていないのである. これは喫緊の課題であると思う.

例 1.8. 有限多重ゼータ値の間にQ上の多くの線型関係式が知られているが, 最も基本的なも

のは以下のシャッフル関係式である. すなわち, インデックス k, lに対し

ζA(kx l) = (−1)wt(l)ζA(k, l)

が成り立つ ([K, (2.3)], [KZ], [On, Corollary 4.1]). ただし l = (l1, . . . , ls)のとき l = (ls, . . . , l1).

通常の多重ゼータ値の場合と異なり, シャッフル関係式は積を和に変換する代数関係式ではな

く, 線型関係式であることに注意する. また k = ∅とおくと

ζA(l) = (−1)wt(l)ζA(l)
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が得られる (反転公式). 通常の多重ゼータ値の場合は ζ(k)と ζ(k)の間には一般には線型関係

は期待できないので, 反転公式は有限多重ゼータ値特有の線型関係式である.

シャッフル関係式の証明の概略. [On]の部分分数分解を用いるアイディアに沿ってk = (1), l =

(1, 2)の場合に証明をスケッチする. Aの元

X :=

 ∑
m1,m2,m3>0

m1+m2+m3<p

1

m1m2(m2 +m3)2
mod p


p

を考える. X を 2通りに式変形する. まず部分分数分解

1

ab2
=

1

a(a+ b)2
+

1

b2(a+ b)
+

1

b(a+ b)2
(1)

を a = m1, b = m2 +m3に用いて

1

m1m2(m2 +m3)2

=
1

m1m2(m1 +m2 +m3)2
+

1

m2(m2 +m3)2(m1 +m2 +m3)
+

1

m2(m2 +m3)(m1 +m2 +m3)2

を得る. これより第 2項から ζA(1, 2, 1)が, 第 3項から ζA(1, 1, 2)が出てくる. また部分分数

分解
1

ab
=

1

a(a+ b)
+

1

b(a+ b)

を第 1項の (m1,m2)に用いることで, X = 3ζA(1, 1, 2) + ζA(1, 2, 1)となる. (1) x (1, 2) =

3(1, 1, 2) + (1, 2, 1)であるので, 結局X = ζA((1)x (1, 2))を得る.

一方 n1 = m1, n2 = p−m2, n3 = p−m2 −m3と変数変換すると

X =

 ∑
0<n1<n3<n2<p

1

n1(p− n2)(p− n3)2
mod p


p

= (−1)3ζA(1, 2, 1) = (−1)wt((1,2))ζA((1), (1, 2))

となり, k = (1), l = (1, 2)の場合のシャッフル関係式が示された.

一般の k = (k1, . . . , kr), l = (l1, . . . , ls)の場合は,

X(k, l) :=

 ∑
m1,...,mr,n1,...,ns>0

m1+···+mr+n1+···+ns<p

1

Mk1
1 Mk2

2 · · ·Mkr
r N l1

1 N l2
2 · · ·N ls

s

mod p


p

というAの元を考え (ただしMi := m1 + · · ·+mi, Ni := n1 + · · ·+ ni), 部分分数分解

1

akbl
=

k−1∑
i=0

(
l − 1 + i

i

)
1

ak−i(a+ b)l+i
+

l−1∑
i=0

(
k − 1 + i

i

)
1

bl−i(a+ b)k+i
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(k, l ≥ 1)を用いて X(k, l) = ζA(k x l)を示すことができる (ここが非自明). 一方でm′
i =

mi(1 ≤ i ≤ r), n′
1 = p− n1, n

′
2 = p− n1 − n2, . . . , n

′
s = p− n1 − · · · − nsという変数変換に

より,

X(k, l) =

 ∑
0<m′

1<···<m′
r<n′

s<···<n′
1<p

1

m′k1
1 · · ·m′kr

r (p− n′
1)

l1 · · · (p− n′
s)

ls
mod p


p

= (−1)wt(l)ζA(k, l)

がわかり, 有限多重ゼータ値に対するシャッフル関係式が証明される.

次の予想は通常の多重ゼータ値の Q上の線型関係式が全て一般複シャッフル関係式から導

かれるという予想のA-類似である.

予想 1.9 (Kaneko–Zagier). 有限多重ゼータ値の間のQ線型関係式は, 以下の 2つの線型関係

式の有限個の組合せで得られるであろう. ζA(k ∗ (l)) = 0 (kはインデックス, lは正の整数)

ζA(kx l) = (−1)wt(l)ζA(k, l) (k, lはインデックス).

上の関係式は一方のインデックスの深さが 1であるため, 左辺を調和関係式でバラすと 0とな

り, 有限多重ゼータ値の線型関係式を与えていることに注意する.

他にも和公式 [SW], Hoffman双対関係式 [H, THEOREM 4.6], 大野型関係式 [Oy, Theorem

1.4], 導分関係式 [M2, Theorem 2.1]などが知られている.

2 対称多重ゼータ値

この節では対称多重ゼータ値を定義し, 2つの Q代数 Z と ZAの驚くべき関係を示唆する

Kaneko-Zagier予想を定式化する.

まずKontsevichが Zagierに宛てた手紙の中のある示唆から始める. k1, k2 ≥ 1に対し, 彼は

ζ<p(k1, k2) mod pの和の動く範囲の上限 pについて “modpで考えているのだから上限の pを

0として扱ったものを考えるとどうなるか” と提案した. これを文字通りそのまま書くと∑
0<n1<n2<0

1

nk1
1 nk2

2

(2)

となる. 0 < n1 < n2 < 0の部分はこのままでは意味不明であるが, 次のように考えてみよう.

つまり−∞から∞まで並んでいる通常の数直線を, 左彼方の 0から出発し, ∞と−∞を同一
視して “∞ = −∞”を飛び越えて負の数が小さい順に並んで 0に至ると考える. この範囲で n1

と n2が n1 < n2を満たすようにわたる和を考えるのである.
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すると (2)は ∑
0<n1<n2

+
∑
0<n1
n2<0

+
∑

n2<n1<0

 1

nk1
1 nk2

2

= ζ∗(k1, k2) + (−1)k2ζ∗(k1)ζ
∗(k2) + (−1)k1+k2ζ∗(k2, k1)

を考えていることに対応している. k1, k2が 1である場合を考慮して調和正規化多重ゼータ値

を考えていることに注意する. 以上の考察は一般の深さでも同様に行えるので, 次に定義する

和がKontsevichの示唆に現れる対象と思える.

定義 2.1. インデックス k = (k1, . . . , kr)に対し

ζ∗S(k) =

r∑
i=0

(−1)ki+1+···+krζ∗(k1, . . . , ki)ζ
∗(kr, . . . , ki+1)

とおく.

正規化多重ゼータ値は多重ゼータ値の線型結合であるので ζ∗S(k) ∈ Zであることに注意する.

Kontsevichの示唆に具現化した対象 ζ∗S(k)は, 定義された時点では良い対象なのかどうか

まだわからない. 次の定理は ζ∗S(k)が “十分たくさん存在する”ことを示しており, その意味で

ζ∗S(k)は “良い”対象だと思える.

定理 2.2 (Yasuda [Y, Theorem 6.1]). 非負整数 kに対し

Zk = ⟨ζ∗S(k) | kはインデックスで wt(k) = k⟩Q

が成り立つ.

この定理を踏まえて, Kaneko–Zagier予想とは以下の主張である.

予想 2.3 (Kaneko–Zagier). 対応

ρ : Z = ⟨ζ∗S(k) | kはインデックス ⟩Q −→ ZA ; ζ∗S(k) 7→ ζA(k)

は well-definedなQ代数の準同型を与え, Ker(ρ) = ζ(2)Z が成り立つ.

注意 2.4. ρは生成元を生成元に写すので, ρは well-definedであれば全射である. よって Q

代数の同型 Z/ζ(2)Z
∼=−→ ZA が ρから誘導される. この同型で ζA(k)に写ると予想される

Z/ζ(2)Z 側の対象が対称多重ゼータ値である.

定義 2.5. 対称多重ゼータ値 ζS(k)を

ζS(k) := ζ∗S(k) mod ζ(2)Z ∈ Z/ζ(2)Z

と定義する.
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Kaneko–Zagier予想が正しいとすると, ζS(k)は ζA(k)が満たすQ上の代数/線型関係式と

全く同じ代数/線型関係式を満たすことになる. つまり modpの世界の有限多重ゼータ値の関

係式が通常の多重ゼータ値の言葉のみを用いて表現できるということである. これは非常に興

味深い.

例 2.6. 値が具体的にわかる ζS(k)の例を見てみよう. まず深さが 1の場合は有限多重ゼータ

値と同じで 0になる. 実際に正整数 kに対し ζ∗S(k)を定義通り計算すると

ζ∗S(k) = (−1)kζ∗(k) + ζ∗(k) =

2ζ(k) k が偶数

0 k が奇数

がわかる. kが偶数の場合は ζ(k)は ζ(2) = π2/6の有理数倍であるので, 結局 Z/ζ(2)Z にお
いて ζS(k) = 0がわかる.

また深さが 2の場合は

ζS(k1, k2) ≡ (−1)k2
(
k1 + k2

k1

)
ζ(k1 + k2) mod ζ(2)Z

となることが知られている. これは ζA(k1, k2) = (−1)k2
(
k1+k2
k1

)
Z(k1 + k2)に対応しており, こ

の対応からも Z(k)が Riemann ゼータ値 ζ(k)のAにおける正しい対応物とみなすことがで
きる.

例 2.7. 対称多重ゼータ値についても調和関係式とシャッフル関係式が成り立つことが知られ

ている.  ζS(k ∗ l) = ζS(k)ζS(l)

ζS(kx l) = (−1)wt(l)ζS(k, l).

調和関係式は ζ∗(k)が調和関係式を満たすことから従う. 一方シャッフル関係式については,

Kaneko–Zagierによって上の等式と同値な主張がある種の等式に帰着されることが示され, そ

の等式はYasudaによって示された.

調和関係式, シャッフル関係式以外にも, 和公式 [M1, Theorem 1.2], Hoffman双対関係式

([BTT, Theorem 1.4], [J2, Théorèm 1.7]), 大野型関係式 [Oy, Theorem 1.4], 導分関係式 [M2,

Theorem 2.1]などが知られている. これらは全て有限多重ゼータ値の場合に成り立っている

関係式の ζA(k)を ζS(k)に置き換えた関係式になっており, Kaneko–Zagier予想の状況証拠を

与えるものになっている.

3 問題

この節では考えられる問題を列挙する.
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1. 成立すると予想されている等式をいくつか紹介する. 正整数 k, rと有理数 n1, . . . , nr に

対し

Wk(n1, . . . , nr) :=
∑

k1,...,kr≥1
k1+···+kr=k

nk1
1 · · ·nkr

r ζA(k1, . . . , kr)

とおく. このとき次が成り立つであろう [HMS, Conjecture 9, 10, 11].

(a) Wk(1, 1, 2, 3, . . . , r − 1, r)
?
= 0.

(b) rが奇数ならWk(1, 1, 2, 3, . . . , r − 1, r, r)
?
= 0.

(c) Wk(a, a+ b, a+ 2b, . . . , a+ rb)
?
= Wk(b, a+ b, a+ 2b, . . . , a+ rb).

ちなみにWk(1, . . . , 1, 2
î
, 1, . . . , 1) = 0 (1 ≤ i ≤ r)は知られている ([HMS, Theorem 2

(1.1)], [M3, Theorem 1.1]).

2. 多重ゼータ値の間で成り立っている関係式について, 有限類似や対称類似は存在するか.

例えば結合子関係式 (原田氏の講演)や積分級数等式 (川崎氏の講演)の有限・対称類似

は存在するか.

3. 多重ゼータ値のQ上の線型関係式の族の間には包含関係が知られていることがある. 例

えば双対関係式は大野関係式に含まれたり, 一般複シャッフル関係式は結合子関係式に

含まれる, など. 有限多重ゼータ値や対称多重ゼータ値でも類似の包含関係は成り立つ

か. 特に双対関係式が一般複シャッフル関係式から導かれるか, という「双対関係式導出

問題」は多重ゼータ値の長年の懸案事項であるが, 有限多重ゼータ値や対称多重ゼータ

値の場合の類似の問題は成り立つか (この場合はHoffman双対関係式を考えることにな

る).
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